INTEGRALES DOBLES CM 222 CALCULO 2

Integral Multiple

De libro Célculo de Larson, tomo 2, sexta edicién Capitulo 13

Integrales iteradas

En el Capitulo 12 vimos que tiene sentido diferenciar una funcién de varias
variables respecto de una de ellas, manteniendo constantes las demds. Por un
procedimiento andlogo, vamos a imfegrar funciones de varias variables. Por
ejemplo, si se nos da la derivada parcial

flx, ) =2y

podemos, considerando a y como constante, integrar con respecto a x, obte-
niendo asi

-

fix, vi= JL{.;. ¥} dx Integrar en x
= (21‘}' ix Mantener v consiants
Tl
=y J 2x dx Sacar fuera ¢l Tactor v
=vix?) + Ciy) Una primitiva de 2r es 12
= .TE_‘P + i) Ciy) es funcidn de v

Nétese que la «constante» de integracion, C{y), es una funcién de v. En otras
palabras, integrando respecto de x sélo somos capaces de reconstruir f(x, y)
parcialmente. De la reconstruccién total de una funcion de dos variables a
partir de sus derivadas parciales nos ocuparemos en el Capitulo 14, Por el
momento, nos dedicaremos a extender la integracion definida a funciones de
varias variables. Por ejemplo, considerando v constante, podemos aplicar el
teorema fundamental del Cilculo para evaluar

Iy 2y
[ 2xy dx = xI}':| =(2y)y - (1Py=4y" -y
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I LME] ,11'.]_ )
[ Fx yidx=f(x, }‘1T = flhy(y), ¥) = f(h(¥). ¥) Con respecto a
o Pe.li_'..ll Jdl[_\l]
ay(x) FRES
f_‘,[.x. v)dv =[x, }'}J = flx, g,(x)) - fix, g,(x)) Con respecto a v
o) HEY

En el Ejemplo 1, nétese que la integral define una funcion de x, de modo
que efla misma puede ser integrada, como muestra el proximo cjemplo,

EJEMPLO 2 La integral de ana inzgral

2 x
Calcular '- [:J (2% %4 2y) d_v] dx

P | 1

Solucidn:  Usando el resultado del Ejemplo 1 vemos que

™

"2 x

[_ (32 - 2x - 1) dx

x4 2y) n‘_\'—‘ dx =

Ji J1
= ’7.1"1' - x? - r]-
i
=2-(-1)
=1

La ntegral del Ejemplo 2 es una integral iterada. Los corchetes utilizados
en el Ejemplo 2 suelen omitirse. De hecho, las integrales iteradas se escriben

flx vidvdxe y

wil e X) Je .l|||:_l."|

Flx, v)dx dy

h g, ix ""d ™ (¥h

Los limites interiores de integracion pueden ser variables respecto de la va-
riable exterior de integracion. Por el contrario, los limites exteriores de inte-
gracion han de ser constantes con respecto a las dos variables de integracidn.
Una vez efectuada la integracion interior, se llega a una integral definida ordi-
naria, ¥ la segunda integraciom produce va un ndmero real. Los limites de
integracion de una integral iterada identifican dos intervalos para las variables.
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Ejemplo

Lar regitn de imegracitn pasa | I fir, v v

Puesto que una integral iterada no es sino un caso especial de integral defi-
nida, en el que el integrando es a su vez una integral, podemos utilizar las
propiedades de las integrales definidas al evaluar integrales iteradas.

Area de una region plana

En el resto de Ja seccion contemplamos desde una perspectiva nueva el viejo
problema de calcular el drea de una regién en el plano. Consideremos la regicn
plana K acotada pora = x < by g,(xv) £ v < g,(x). Su drea viene dada por la

integral definida

h
[ lga(x) = g,(x)] ex

W

CALCULO 2

Gracias al teorema fundamental del Cileulo podemos reeseribir el integrando
g.0x) = g,(x) como uma integral definida, En concreto, si consideramos gue x
estd fja y hacemos variar v desde g (x) hasta g,(x), tenemos

Combinando esas dos integrales podemos expresar el drea de & como la inte-

eral iterada
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Area de #
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i B SiRmidcﬁmdapuru ﬁxﬁbyg,[x}%yagztx},dundcgl,g,m
~ contingas en [a, ﬁ], el drea de R 'r‘lﬂnﬁ'- dada por

walxl o .
J. J- [verticalmente simple)
o 111-!] .

2. SiRestddefinidapore < y < dyhy(3) < x < hy(y), donde hy. b son
continuas en [¢, 4], el drea de R viene dada por

d i . ; :
-ﬂ:-;j. o dedy (horizontalmente simple)
© A

La regicm esta nootndn paor
- . . (SR
La regidn esti acotwda por b S xS
qE = b . ' )
Foooginl sy = i -
' h ) - f_._'_,_.,.-"—"—"--.\___‘_\ ]
—— 3
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Arca I J’.i:.' ! il Arca '_[ J el gy )
P R N
Rzgion verticalmente simple. Regicn herizontalmente simple.




INTEGRALES DOBLES CM 222 CALCULO 2

Ejemplo:
Hallar el drea limitada por la pardbolay = x? y larecta y = 2x + 3

Solucion:

0|
Trazando franjas verticales
Se tiene que los puntos de interseccién de las 2 curvas son (3,9) y (—1,1)

3 2x+3 3
32
A(R) = ffdA f f dy dx = f(2x+3—x2)dx=? u?
-1 x2 21
Ejemplo:

Hallar el drea de la regi{on comprendida entre las dos pardbolas y?> = 4 —x e y? = 4 — 4x

Solucion: En este caso usando franjas horizontales y teniendo en cuenta la simetria que se

observa en la figura

v-’?(o.—s)
2 4-y?
2 1
A(R)=2f dA =2f f dxdy=2j [(4—y2)—(1—1y2 dy =8 u?
0 1—y2/ 0
4
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EJEMPLO  Calculo del drea por wna integral iterada

Usar una integral iterada para calcular el drea de la regién acotada por las
grificas de

f{.ﬂ=5€[l.l' La curva seno es la cota superior

E{.ﬂ= cos X La curva coseno es la oota inferior

entre x = w4 y x = n/4.

B fax/d
Areade R = dy dx
i

(fan/d

dx

J'ﬂ ¥
ool 5
JEd

Seny
y
LY
*and

(sen x - cos x) dx

W ad

Sxfd
|:-C03 X = sen 1]
w4

3

Dibujar un esbozo de la regitn cuya drea viene dada por la integral

[ [

A
Representar, a continuacion, esa misma sdrea mediante una integral con orden
de integracion dv dx. Verificar que las dos integrales dan el mismo valor para el
ared.

CALCULO 2
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Sofucidn: A la vista de los limites de integracion propuesios, vemos gque
v k=4 Limites inferiores de inlegracidn

de modo que la regi6n R esti acotada a la izquierda por la paribolax=y*yala
derecha por la recta x = 4. Ademis. como

D=y=2 Limites exteriores de integracidn
R estd acotada por abajo por el eje x, como muestra la Figura El valor de
esa integral es
24 2 4
(ool o
[F S n Ia
3
=| @G-y
0

Para cambiar el orden de integracion a dv dx, colocamos un rectingulo vertical
en la regién, como indica la Figura Asi vemos que las cotas constantes
0 = x = 4 sirven como limites interiores de integracion. Despejando y en la
ecuacion x = v, concluimos que los limites interiores son 0 < y = \ﬁ. Por
tanto, el drea de la regidn se puede representar por

4 v X
J‘ j‘ dy dx
o Jo

RDzy<d

Calculando esta integral, comprobamos que da el mismo valor gue la integral
original:
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4, 4 o
J- j‘ dy oy = j _v] iy
(L] o i
4

JEMPLO U drea dada por lo s de dog integrales iteradas

Caleular el drea de la region £ comprendida entre la pardbola
y=4x - X Lu pardholda sl cota superior
y el eje v,y por encima de 1a recta

yo= 3y + 6 La recta y el eje v constituyen L cota inferior

R L 4 iy -ox
Aren = J j dv dv + J‘ J dv ey
1 =Ahvt B z 4]

2 )
= J. {4y — a7 + 3v— 6) dy + J (dy = x*) dy

L 2
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_l: '|,1' 2 , ‘.1 4
= - — ] 2xT =
2003 - 3,
i _.-' ™ 3
_—Lu— 12~ 4 +ﬁ) |'l_12- .~¢+H)
3 27377 3
15

El drea de la regidn es 15/2 unidades cuadradas.

Integrales dobles y volumen

Integrales dobles y volumen de solidos

Ya sabemos que una integral definida sobre un intervalo utiliza un proceso de
limite para medir magnitudes como drea, volumen, longiind de arco v masa, En
esta seccion utilizaremos un proceso similar para definir la integral doble de
una funcion de dos variables sobre una regidn del plano.

Consideremos una funcién continua ftal que fix, v) = 0 para todo (x, v) en
una region R del plano xv, Nuestro objetivo consiste en hallar el volumen de la
regidn sdlida comprendida entre la superficie de ecuacidn
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Podemos empezar superponiendo a esa region un
reticulo rectangular como el de la Figura Los rectangulos que estin com-
pletamente contenidos en £ forman una particidn interior [|A|], cuya norma se
define como la longitud de la diagonal mids larga de entre las de los n rectdngu-
los. Ahora tomamos un punto (x, v;)en cada rectingulo v construimos el pris-
ma rectangular de altura fx, v,), como muestra la Figura Puesto que el
drea del i-ésimo rectingulo es AA | = Ax, Ay, el volumen del i~ésimo prisma es

Flx, v)AA =1x, A Ay, Vaolumen del i-ésimo prisma

v podemos aproximar el volumen de la region solida por la suma de Riemann
de los volimenes de los n prismas,

E Hlx, v)Av Ay, Suma de Riemann

=1

al tomar particiones mas finas se logran aproximaciones
mis precisas del volumen. Esta observacidn sugiere que se podria obtener el
volumen exacto tomando el limite, es decir

Volumen = lim ¥ fx, v)AxAy,

(Il = i=1

CALCULO 2

10
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La utilizacion del limite de una suma de Riemann como definicion del
volumen es un caso especial del uso del limite para definir una integral doble,
En el caso general, sin embargo, no se exige que la funcidn sea positiva o

continua,
DEFINICION DE INTEGRAL DOBLE
S:fest&deﬁmdaem una regldn naradayacmdaﬂdelpbnoxy,lnlnteglﬂ

dﬂbltdﬂfsnbmﬂﬁcnﬁdadapw e

I j}[&?}fﬂ" 1[“1 Zf':-‘fp)‘.i}ﬁlﬁf"i :

siempre que este litmta exista. Sl el ll'.miln E:l:.l!tﬂ, xadwc quu_fes inl:egr.lhh
sobre R.

Puede utilizarse una integral doble para calcular el volumen de una regicn
solida comprendida entre la superficie dada por z = f(x, v) y el plano xy.

: Slfeemtegrable mhreuua regnin plamtﬂ :.rf(x,y] = ﬂpmhdo{r.y)en
R ¢lw!umd¢lnmg16nsdhdamadamfmmmtepmﬂ?m
.nmnwntcporlagriﬁcadef&ndaﬁmmmﬂ it e

f jﬂ; yrda e

Propiedades de las integrales dobles

Las integrales dobles comparten muchas propiedades con las integrales sim-
ples.

11
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Ejemplo:
1) Calcular el sélido limitado bajo el plano z = 4 — x — y y sobre la regidn rectangular
R:0<x<2, 0<y<1

12
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‘I.F[E]='£/‘E4—x—3']lriA

Vi§) l‘ftl-t X = y)dydr =5unidades cibicas

2) Hallar el volumen limitado por el cilindro x? + y2 =4 vy los planos x +z = 4, sobre el
PI(XY)

e
Vs -
vV = Jﬂ_’-_‘:‘__;{fl—y}d::dy = 2-[,": "[{—y]drdy = 167 unidades de volumen

13



